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ОБ ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ КОЭФФИЦИЕНТАХ ОТРАЖЕНИЯ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ТЕ И ТМ ВОЛН НА ГРАНИЦЕ 
АНИЗОТРОПНЫХ СРЕД РОМБИЧЕСКОЙ СИНГОНИИ

Метод матрицанта – эффективный аналитический метод 
исследования волновых процессов различной физической природы, 
электромагнитных волн в неоднородных анизотропных кристаллах 
и кристаллах с магнитоэлектрическим эффектом, упругих 
волн в упругих и термоупругих кристаллах, а также связанных 
электромагнитных и упругих волн в средах с пьезоэлектрическим 
и пьезомагнитным эффектами. В данной статье, опираясь на 
предыдущие результаты выведены формулы энергетических 
коэффициентов отражения электромагнитных ТЕ и ТМ волн на 
границе непроводящих однородных анизотропных сред ромбической 
сингонии. Показано, что в предельном случае полученные формулы 
переходят в формулы Френеля. Также в работе получены 
уравнения описывающие распространение электромагнитных ТЕ 
и ТМ волн в плоскости x0z в кристаллах ромбической сингонии. 
Получены выражения для средних по времени плотностей потоков 
электромагнитных энергий ТЕ и ТМ волн (средние по времени 
значения вектора Пойтинга), а также уравнения волновых 
векторов электромагнитных ТЕ и ТМ волн, из которых следуют 
уравнения индикатрис и формулы являющиеся обобщением закона 
Снеллиуса. Полученные результаты справедливы и для периодически 
неоднородных сред в случае, когда длина волны электромагнитных 
волн много больше периода неоднородности.

Ключевые слова: электромагнитные волны, ТЕ и ТМ волны, 
задача отражения, анизотропная среда, матрицант.
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Введение
Методом матрицанта [1] проводятся теоретические исследования 

упругих волн [2,3], электромагнитных волн в анизотропных средах [4,5,6], 
а также волновые процессы в пьезоэлектрических, пьезомагнитных [7], 
магнитоэлектрических [8,9] и термоупругих средах [10]. Изучение волновых 
процессов в анизотропных кристаллах имеет большую практическую 
значимость для прикладной оптики и оптического приборостроения.

В данной статье на основе метода матрицанта будут выведены 
энергетические коэффициенты отражения электромагнитных ТМ и ТЕ 
волн на границе раздела однородных анизотропных сред ромбической 
сингонии. Будет получено обобщение формул Френеля для энергетических 
коэффициентов отражения на случай анизотропных сред ромбической 
сингонии. Аналитические формулы энергетических коэффициентов 
отражения электромагнитных ТЕ или ТМ волн являются важным 
инструментом для изучения оптических явлений, таких как интерференция 
и дифракция света. Они также используются в различных приложениях, 
например, в проектировании оптических систем и при изучении свойств 
материалов.

Материалы и методы
Проведя вычисления аналогичные вычислениям, проведенным в 

статье [3] получим для электромагнитной ТМ волны распространяющейся 
в плоскости x0z следующие уравнения:

				    		  (1)

							       			   (2)
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Рисунок 1 – Электромагнитная ТМ волна (p-поляризованная волна), 
граница раздела сред плоскость y0z.

Уравнение (1) в матричном виде

								        				�     (3)

где t
yz )H,E(w =


						�      (4)

							       					  
	�  (5)

Волновой вектор электромагнитной ТМ волны (p-поляризованной 
волны):

					     2
x

2
z

2
p kkk += 				�     (6)

		
где 							�        (7)

Используя результаты, полученные в работе [4] проведём расчет 
энергетических коэффициентов отражения электромагнитной ТМ волны 
(p-поляризованная волна).

Нормальная к границе раздела сред составляющая плотности потока 
электромагнитной энергии (вектора Пойтинга):

								        yzx HES −= 				�    (8)
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Поле падающей волны

			   			 
� (9)

Поле отраженной волны

			   	�  (10)

Средняя плотность потока энергии равна
							       *

yzx HES −=
				  

		�   (11)

Знак * означает комплексное сопряжение.
Средняя плотность потока энергии падающей волны

				    			 
	�  (12)

Средняя плотность потока энергии отраженной волны
				    			 

	�  (13)

Тогда энергетический коэффициент отражения ТМ волны равен:

						    
11

x

xr
p g

S

S
r −== 			   (14)

Рисунок 2 – Волновые вектора падающей и прошедшей волн
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Результаты и обсуждение
В работе [4] получено выражение для  

					�      (15)

В дальнейших формулах параметры второй среды будем обозначать 
со штрихом. Используя формулу (7) и формулы для элементов матрицы 
коэффициентов B̂  получим:

 � (16)

Рисунок (2) позволяет записать

 	�  (18)
Тогда

					     � (19)

После преобразований получим

Полагая компоненты тензора магнитной проницаемости равными 1, для 
энергетического коэффициента отражения ТМ волны получим:

(20)

Из формулы (20) легко получить формулу Френеля для энергетического 
коэффициента отражения электромагнитной ТМ волны. Действительно, 
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полагая , ,  получим формулу 
Френеля:

				  

t12

t12
p cosncosn

cosncosnr
θ+θ
θ−θ

=
				  

� (21)

Теперь рассмотрим электромагнитную ТЕ волну. Для электромагнитной 
ТЕ волны (s-поляризованной волны) распространяющейся в плоскости x0z 
получим следующие уравнения:

				    		�   (21)

					     					   
	�  (22)

Рисунок 3 –Электромагнитная ТE волна (s - поляризованная), граница 
раздела сред плоскость y0z.

Проведя аналогичные вычисления, для энергетического коэффициента 
отражения электромагнитной ТЕ волны получим:

Полагая компоненты тензора магнитной проницаемости равными 1, а 
также полагая  для энергетического коэффициента 
отражения ТЕ волны сразу получим формулу Френеля:
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t21

t21
s cosncosn

cosncosnr
θ−θ
θ−θ

= 			�    (23)

Выводы
Таким образом, в данной работе в рамках метода матрицанта получены 

аналитические формулы энергетических коэффициентов отражения 
электромагнитных ТЕ и ТМ волн на границе раздела однородных 
анизотропных сред ромбической сингонии.
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ЭЛЕКТРОМАГНИТТІК ТЕ ЖӘНЕ TM ТОЛҚЫНДАРДЫҢ 
РОМБТЫ АНИЗОТРОПТЫ ОРТАЛАР ШЕКАРАСЫНДАҒЫ 

ЭНЕРГИЯЛЫҚ ШАҒЫЛУ КОЭФФИЦЕНТТЕРІ ТУРАЛЫ

Матрицант әдісі - әртүрлі физикалық табиғаты толқындық 
процестерді зерттейтін тиімді аналитикалық әдіс. Ол біртекті емес 
анизотропты кристалдардағы және магнитоэлектрлік эффектісі 
бар кристалдардағы электромагниттік толқындарды, серпімді 
кристалдардағы серпімді және  термосерпімді толқындарды, 
пьезоэлектрлік және пьезомагниттік эффектісі бар орталардағы 
байланысқан электромагниттік және серпімді толқындарды 
зерттеуде қолданылады. Бұл мақалада алдыңғы нәтижелерге 
сүйене отырып, ромбтық сингониялы ток өткізбейтін біртекті 
анизотропты орталардың шекарасында электромагниттік ТЕ 
және ТМ толқындарының энергиялық шағылу коэффициенттерінің 
формулалары шығарылды. Шекті жағдайда алынған формулалар 
Френель формулаларына ауысатыны көрсетілген. Сондай-
ақ, жұмыста ромбтық сингония кристалдарындағы x0z 
жазықтығындағы электромагниттік ТЕ және ТМ толқындарының 
таралуын сипаттайтын теңдеулер алынды. Электромагниттік 
энергиялар ағындарының уақыт бойынша орташа тығыздығы үшін 
өрнектер алынды ТЕ және ТМ толқындар (Пойтинг вектордың 
уақыт бойынша орташа мәндері), сондай-ақ электромагниттік ТЕ 
және ТМ толқындарының толқындық векторларының теңдеулері, 
олардан индикатрис теңдеулері және Снелл заңының жалпылау 
болып табылатын формулалар алынды. Алынған нәтижелер 
электромагниттік толқындардың толқын ұзындығы біртекті емес 
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периодынан әлдеқайда үлкен болған жағдайда периодтық біртекті 
емес орталар үшін де жарамды.

Кілтті сөздер: электромагниттік толқындар,  ТЕ және ТМ 
толқындары, шағылу есебі, анизотропты орта, матрицант.
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ON THE ENERGY REFLECTION COEFFICIENTS OF 
ELECTROMAGNETIC TE AND TM WAVES AT THE BOUNDARY 

OF RHOMBIC ANISOTROPIC MEDIA

The matricant method is an effective analytical method for studying 
wave processes of various physical nature, electromagnetic waves in 
inhomogeneous anisotropic crystals and crystals with a magnetoelectric 
effect, elastic waves in elastic and thermoelastic crystals, as well as 
coupled electromagnetic and elastic waves in media with piezoelectric and 
piezomagnetic effects. In this article, based on previous results, formulas 
are derived for the energy reflection coefficients of electromagnetic 
TE and TM waves at the boundary of non-conducting homogeneous 
anisotropic media of rhombic syngony. It is shown that in the limiting case 
the obtained formulas go over to the Fresnel formulas. Also in the paper, 
equations are obtained that describe the propagation of electromagnetic 
TE and TM waves in the x0z plane in rhombic crystals. Expressions are 
obtained for the time-averaged flux densities of electromagnetic energies 
of TE and TM waves (time-averaged values of the Poynting vector), as 
well as equations for the wave vectors of electromagnetic TE and TM 
waves, from which follow the equations of indicatrices and formulas that 
are a generalization of Snell’s law. The results obtained are also valid for 
periodically inhomogeneous media in the case when the wavelength of 
electromagnetic waves is much greater than the period of inhomogeneity.

Keywords: electromagnetic waves, TE and TM waves, reflection 
problem, anisotropic medium, matricant.
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