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*Д. С. Султангазинова1, И. И. Павлюк2, Э. М. Джусупова3

Торайгыров университет, Республика Казахстан, г. Павлодар

ОТНОШЕНИЯ ЭЛЕМЕНТОВ МНОЖЕСТВ

В качестве основной проблемы данной научной работы выбран 
анализ теоретического материала о взаимном отображении 
элементов некоторых множеств. В этой статье рассмотрены 
теоретические данные, дополненные практическими исследованиями. 
Данная научная работа разработана в рамках дипломного 
проекта «Основания теории групп». В этой статье рассмотрены 
аксиомы группы, наложенные на отношения множеств. А именно, 
аксиомы ассоциативности (композиция) отношений, наличия 
обратного отношения, а также существования нейтрального 
отношения. Рассмотрена лемма, а также её доказательство, 
для двух бинарных отношений. Продемонстрирован принцип 
суперпозиции. Помимо всего того, что сказано выше, в статье 
также представлена фундаментальная теорема о множестве 
взаимно однозначных отображений некоторых множеств на 
себя, удовлетворяющая условию замкнутости суперпозиции, 
условию наличия противоположного (обратного) отображения, 
условию существования нейтрального отображения, а также 
условию ассоциативности (композиции) суперпозиции на данном 
множестве. С помощью этой теоремы было установлено, что 
данное множество является группой. Также из этого следует, что 
множество подстановок относительно операции суперпозиции 
является группой. Основные понятия, которые использовались для 
написания научной работы, можно найти в [1]. 

Ключевые слова: множество, подмножество, элементы 
множеств, группа, отношение элементов.
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Введение
Множества, а также их отношения, изучаются давно и казалось бы, что 

никаких новшеств внести в тематику данной научной статьи невозможно. 
Но изучив различный теоретический материал, были выдвинуты некоторые 
предложения (1–4) , лемма и теорема. Поскольку математика – это точная 
наука, теория которой базируется на доказательствах, в данной статье 
предложены доказательства этих предложений, лемм и теорем. 

Актуальность темы заключается в нововведении теоремы о том, 
что множество взаимно однозначных соотношений, при выполнении 
определенных условий, является группой.

Тезисы данной статьи ранее были опубликованы в рамках научно-
практической конференции «Шаг в науку» [2] в 2021-2022 гг.

Материалы и методы
Теоретический анализ научной литературы по проблеме исследования; 

доказательство предложений, леммы и теоремы с помощью синтетического 
метода доказательства.

Результаты и обсуждение
Пусть даны некоторые множества A  и B , и их декартово произведение: 

}{ BbAabaBA ∈∈=× ,, .
Определение 1. [1] Подмножество
							       }{ BbAabaBAP ∈∈=×⊆ ,, � (1)
есть отношение (или соотношение) элементов множеств A  и B . Если же 

AAAAP n ×××=⊆ ... , то p–n–арное бинарное отношение, заданное на элементах 
отдельного множества A . Если BAP ×⊆ , то областью определения 
отношения P  является множество A , а областью значений отношения – 
множество B . Для любого множества A  можно определить тождественное 
отношение  и универсальное отношение ( )PbaAbaU A ∈∈∀= ,,
, то есть AAAU A ×== 2 .

Определение 2. [1] Произведение (композиция) 21 pp ⋅  отношений 
BAP1 ×⊆  и cBP2 ×⊆ является множество { }CyAxyxpp ∈∈=⋅ ,,21 , если существует 

элемент ( )21 ,,, pyzpzxBz ∈∈∈ .
Предложение 1. Для любых отношений P , Q  и R , заданных 

на множествах BA× , cB×  и Zc×  соответственно, имеет место 
ассоциативность (композиция) отношений:

                                 ( ) ( )RQPRQP  = � (2)
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Доказательство. Пусть BAP ×⊆ , cBQ ×⊆ , ZcR ×⊆ . Тогда, из того, 
что пара ( ) RQPyx ∈, следует, что для некоторых u  и ϑ  имеем , Qu ∈ϑ,  
и Ry ∈,ϑ . Отсюда, RQyu ∈, , а ( )RQPyx ∈, . Таким образом,
( ) ( )RQPRQP  ⊆ . Пусть теперь ( )RQPyx ∈, . Тогда ясно, что для 
некоторых u  и ϑ  будем иметь Pux ∈, , RQu ∈ϑ,  и Ry ∈,ϑ . Таким 
образом, ( ) ( ) RQPRQPyx  ⊆∈,  из соотношений ( ) ( )RQPRQP  ⊆ , 
( ) ( ) RQPRQP  ⊆  следует формула (2).

Предложение доказано.
Определение 3. [1] Отношение 1−p  называется обратным к отношению 

{ }AyAxyxp
def

∈∈⇔ ,, , если и только если { }( ) { }( )pyxpxy ∈⇔∈ − ,, 1 .
Таким образом, { } pyxxyp

def
∈⇔− ,,1 .

Ясно, что 
						      � (3)

Определение 4. [1] Образом множества M  относительно бинарного 
отношения nMP ⊆  есть множество элементов { }My∈ , таких, что пары 

Pyx ∈, , где Mx∈ . Иначе
					     ( ) { }( )MxpyxyMPMP

def
n ∈⇔⊆∀ ,,)( � (4)

Предложение 2. 
						      ( )( ) PPBAP =×⊆∀

−− 11 � (5)

Доказательство. Так как условие Pyx ∈,  равносильно условию 
1, −∈Pxy , а условие 1, −∈Pxy  будет выполнено тогда и только тогда, когда 
1, −∈Pyx  и ( ) 11 −−⊆ PP . Но Pyx ∈,  и ( ) PP ⊆

−− 11 . Таким образом, ( ) 11 −−= PP .
Предложение установлено.
Предложение 3. ( )cBQB,A, ×⊆×⊆∀ PQP
							     
							       ( ) 111 −−− = PQQP  � (6)

Доказательство. Пусть ( ) 1, −∈ QPyx  . Тогда QPxy ∈,  и Pzy ∈,
, Qxz ∈, , для некоторого Bz∈ . Таким образом, 1, −∈Pyz , 1, −∈Qzx  и 

11, −−∈ PQyx  . Окончательно имеем, ( ) 111 −−− ⊆ PQQP  . Обратно. Пусть 
11, −−∈ PQyx  . Тогда 1, −∈Pyz , 1, −∈Qzx  и Pzy ∈, , Qxz ∈, . Таким образом, 

( ) 1, −∈ QPyx   и ( ) 111 −−− ⊆ QPPQ  . Отсюда следует, что ( ) 111 −−− = PQQP  .
Предложение доказано.
Предложение 4. 
								        � (7)

где 2AAAP
•
=×∈
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Доказательство. Поскольку { }1,,,,,,, 1
1 −∈∈∈∈∈=− PyzPzxAyAzAxyxPP  , 

то Pzy ∈, . Так как Pzx ∈, , то 1, −∈Pxz . Отсюда и из 1, −∈ PPyx   
следует, что ( ) ( )1,,,, −∈→ PPyyyzzy  . Так как ( ) PPPP  111 −−− =  
(предложение 2 и 3), то 1, −∈ PPxy  . Отсюда и 1, −∈ PPyx   следует, 
что 1, −∈ PPxx  . Таким образом, 

Предложение доказано.
Лемма 1. Для любого бинарного отношения MM×⊆P  и бинарного 

отношения  истинно соотношение:

							       � (8)

Доказательство. Пусть . Тогда существует M∈z  такой, что 
Pzx ∈, , . Так как ( )Mx∈∀   , то yz =  и Pyx ∈, . 

Таким образом, . Обратно. 
Пусть  . Это значит, что . Так 

как , то zx = и Pyx ∈, . Отсюда . Таким образом,
 

Лемма доказана. 
Определение. [1] Отношение BAf ×⊆  называются функцией 

(отображением) из множества A  во множество B , если для любого 
Aa∈  существует один и только один элемент Bb∈ , удовлетворяющий 

соотношению fba ∈,  или afb , baf =)( . Элемент b  – образ элемента 
( )BbAaa ∈∈ ,  при отображении BAf →: . Элемент Aa∈  – прообраз 

элемента b  при отображении f . Совокупность всех прообразов есть полный 
прообраз элемента Bb∈  во множестве A . Отображение α множества A  
на множество B  является взаимно однозначным, если обратное отношение 
( )1−d  является отображением B  на A .

Если отображение α  задать таблицей. Например 







=

dcba
4321

α , состоящее из 
двух сток, где верхняя строка – это элементы множества A , а нижняя строка – 

множества B  (образы элементов A ). Отображение 







=

2
4

1
3

4
2

3
1

B  есть отображение 
A  на A . Умножение отображений, заданных таблицами производится 
способом их последовательным выполнением (суперпозицией). Пусть 









=

dcba
4321

α , 







=

v
d

z
c

y
b

x
a

β . Тогда 







=








⋅







=⋅

vzyxv
d

z
c

y
b

x
a

dcba
43214321

βα . Ясно, что 







=−

4321
1 dcba

α  и  
 тождественное преображение.

Взаимно однозначное отображение α  множества A  на себя называется 
подстановкой множества A , так как α   взаимно однозначное отображение 

AA→ , то 1−α   обратное отображение к α  так же взаимно однозначное 
отображение и  тождественное отображение A  на A .
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Теорема 1. Множество S  взаимно однозначных отображений некоторого 
множества M  на себя, удовлетворяющее следующим условиям:

1) ( )( )SS ∈=∈∀ γβαβα ,  т.е. операция умножения взаимно 
однозначных отображений (суперпозиция) замкнута на множестве S ;

2 )  ;  т . е .  для  любого  взаимно 
однозначного отображения α  существует взаимно однозначное отображение 

1−α  такое, что их произведение дает тождественное отображение  .
3) ,  т .е .  для любого взаимно 

однозначного отображения S∈α  существует тождественно взаимно 
однозначное отображение, такое, что его произведение на любое взаимно 
однозначное отображение α  оставляет его без изменения (действует 
нейтрально). (Таким образом, тождественное отображение коммутирует с 
каждым тождественным отображением из S );

4) ( ) ( ) ( )( )γβαγβαγβα  =∈∀ S,, , т.е. операция суперпозиции 
ассоциативна на элементах множества S .

является группой.
Выводы
Проанализировав научную литературу по проблеме исследования 

[1], были выдвинуты предложения 1, 2, 3 и 4, доказанные синтетическим 
методом. Изучив принцип суперпозиции перестановок, была выдвинута 
теорема о существовании множества S  взаимно однозначных отображений 
некоторого множества M  на себя, для которого выполняются определенные 
условия 1, 2, 3, 4, из которых следует, что операция суперпозиции является 
группой. Доказательство данной теоремы следует из предложений 1, 2, 3, 
4 и леммы 1.
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ЖИЫНДАР ЭЛЕМЕНТТЕРІНІҢ ҚАТЫНАСТАРЫ

Бұл ғылыми жұмыстың негізгі мәселесі – кейбір жиындардың 
элементтерін өзара картаға түсіру бойынша теориялық 
материалды талдау. Бұл мақалада практикалық зерттеулермен 
толықтырылған теориялық деректер талқыланады. Бұл ғылыми 
жұмыс «Топ теориясының негіздері» дипломдық жобасының аясында 
әзірленді. Бұл мақалада жиындар қатынасына жүктелген топның 
аксиомалары қарастырылады. Атап айтқанда, қатынастардың 
ассоциативтілігі (құрамы), кері қатынастың болуы және бейтарап 
қатынастың болуы аксиомалары. Екі бинарлық қатынас үшін 
лемма (сонымен қатар оның дәлелі) қарастырылады. Суперпозиция 
принципі көрсетілген. Жоғарыда айтылғандардың бәрінен басқа, 
мақалада суперпозицияның жабылу шартын, қарама-қарсы (кері) 
бейнелеудің бар болу шартын, бейтарап бейнелеудің бар болу шарты 
және осы жиынтықтағы суперпозицияның ассоциативтілік 
(композиция) шарты. Осы теореманың көмегімен берілген жиынның 
топ екені анықталды. Сонымен қатар, суперпозицияның әрекетіне 
қатысты орын ауыстырулар жиыны топ болып табылады. 
Ғылыми жұмысты жазу үшін пайдаланылған негізгі ұғымдарды [1] 
бөлімінен табуға болады.

Кілтті сөздер: жиын, ішкі жиын, элементтер жиыны, топ, 
элементтер қатынасы.
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RELATIONS OF ELEMENTS OF SETS

The main problem of this scientific work is the analysis of theoretical 
material on the mutual mapping of elements of some sets. This article 
discusses theoretical data, supplemented by practical research. 
This scientific work was developed as part of the graduation project 
«Fundamentals of Group Theory». This article discusses the axioms 
of the group, imposed on the relations of sets. Namely, the axioms of 
associativity (composition) of relations, the presence of an inverse relation, 
and the existence of a neutral relation. The lemma (as well as its proof) 
for two binary relations is considered. The principle of superposition is 
demonstrated. In addition to all of the above, the article also provides the 
main theorem on the set of one-to-one mappings of some sets onto itself, 
which satisfies the condition of superpositional closure, the condition 
for the existence of an opposite (reverse) mapping, the condition for 
the existence of a neutral mapping, and the condition for associativity 
(composition) of a superposition on this set. With the help of this theorem, 
it was established that the given set is a group. It also follows that the set 
of permutations with respect to the operation of superposition is a group. 
The basic concepts that were used to write a scientific paper can be found 
in [1].

Keywords: set, subset, elements of sets, group, ratio of elements.
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