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О ЧИСЛЕННОМ РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ 
ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  
С МНОГОТОЧЕЧНЫМ УСЛОВИЕМ

В настоящей работе исследуется линейная краевая задача 
с параметром для обыкновенного дифференциального уравнения 
с многоточечным условием. На основе метода параметризации 
Джумабаева и численных методов разработан численный метод 
решения линейной краевой задачи с параметром для обыкновенного 
дифференциального уравнения с многоточечным условием и 
предложены алгоритмы их реализации. Разбиением интервала 
и введением дополнительных параметров линейная краевая 
задача с параметром для обыкновенных дифференциальных 
уравнений с многоточечным условием сводится к эквивалентной 
краевой задаче с параметром. Эквивалентная краевая задача 
с параметрами состоит из задачи Коши для системы  
обыкновенных дифференциальных уравнений с параметрами, 
многоточечного условия и условия склеивания. Решение задачи 
Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений 
с параметрами строится с помощью фундаментальной 
матрицы дифференциального уравнения. Подставляя значения в 
соответствующих точках построенного решения в многоточечное 
условие и условие склеивания, составляется система линейных 
алгебраических уравнений относительно параметров. Предложен 
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численный метод решения рассматриваемой задачи, основанный на 
решении построенной системы линейных алгебраических уравнений 
относительно параметров и метода Булирша-Штёра  для решения 
задачи Коши для системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений на подинтервалах.  

Ключевые слова: краевая задача, дифференциальное уравнение, 
задача управления, многоточечное условие, метод параметризации. 

Введение
Краевые задачи с параметрами для системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений интенсивно исследуются в последние 
годы. Вопросы существования, единственности и устойчивости решения 
задач с параметрами очень важны для разработки численных методов 
идентификации параметров математических моделей, описываемых 
обыкновенными дифференциальными уравнениями с многоточечным 
условием. Для решения этих классов задач управления, были использованы 
различные методы [1–12]. Несмотря на это, вопросы нахождения 
эффективных признаков однозначной разрешимости и построения численных 
алгоритмов нахождения оптимальных решений задач управления для систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений все еще остаются открытыми. 
Одним из конструктивных методов исследования и решения краевых задач 
с параметрами для системы обыкновенных дифференциальных уравнений 
является метод параметризации Джумабаева [13].

В настоящей работе исследуется линейная краевая задача с параметром 
для обыкновенного дифференциального уравнения с многоточечным 
условием. На основе метода параметризации Джумабаева и численных 
методов разработан численный метод решения рассматриваемой задачи и 
предложены алгоритмы их реализации. 

На отрезке  [O, T] рассматривается линейная краевая задача с параметром 
для системы обыкновенных дифференциальных уравнений с многоточечным 
условием вида
        (1)

	                	                       (2)

где  – матрица ,   – матрица  и  – вектор-
функция  непрерывны на  – постоянные  
 

матрицы размерности  – постоянная матрица  
 

размерности 
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Решением задачи (1), (2) является пара , где непрерывная на  
 и непрерывно дифференцируемая на (O, T) вектор-функция   

удовлетворяет системе обыкновенных дифференциальных уравнений (1) и  
условию (2) при .

Материалы и методы
Для решения задачи с параметром (1), (2) используется подход, 

разработанный в [14–18], основанный на алгоритмах метода параметризации 
и численных методах решения задач Коши. 

Приведем схему метода параметризации Джумабаева. Интервал   
разбивается на N подынтервалы следующими точками:

Пусть  – пространство непрерывных на [O, T] функций  
 

 с нормой    
 

– пространство систем функций   
 

где   непрерывны на  имеют конечный  
 

левосторонний предел   для всех   с нормой 

Сужение функции  на  обозначим через 
 т.е.  для всех   Тогда 

задача (1), (2) перейдет к эквивалентной задаче:

       (3)

                            (4)

		                                       (5)

где (5) являются условиями непрерывности на внутренних точках разбиения 
отрезка .

Решением задачи (3) – (5) является пара   с элементами 
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где функции  непрерывно дифференцируемы на 
 удовлетворяют системе обыкновенных дифференциальных 

уравнений (3), условию (4) с   и условиям непрерывности (5).
Введем дополнительные параметры    

 

 И на каждом интервале  произведем  
 

замену функции  Тогда переходим 
к эквивалентной краевой задаче с параметрами:

					          	                      (6)

					                          	         (7)

    (8)

		            	         (9)

Пара   с элементами  
 

,    
 

называется решением задачи (6)–(9) если функции   
 

непрерывно дифференцируемы на  и при ,   
удовлетворяют системе дифференциальных уравнений (6) и условиям (7)–(9).

Задачи (1), (2) и  (6)–(9) эквивалентны. Если пара  
является решением задачи (1), (2), тогда пара   с элементами 

   
 

 где     
 

 б у д е т  
решением задачи  (3)-(6). И наоборот, если пара   с элементами 

   
 

 – решение задачи (3)–(6) , тогда пара   
 

 определяемая равенствами   
  б у д е т 

решением исходной задачи (1), (2).  
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Пусть   – фундаментальная матрица дифференциального уравнения  
 на  Тогда решение задачи Коши (6),  

 

(7) можно записать в виде

              (10)

Подставив правую часть (10) в условия (8), (9) при соответствующих 
предельных значениях, получим следующую систему алгебраических 
уравнений относительно параметров  :

   

				            	       (11)

	      	       (12)

Обозначив через  матрицу, соответствующую левой части 
системы (11), (12) и  составленную из коэффициентов при параметрах 

 а также введя вектор 
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запишем систему (11), (12) в виде

	                    	       (13)

Нетрудно установить, что разрешимость краевой задачи (1), (2) 
эквивалентна разрешимости системы (13). Решением системы (13) является 
вектор  состоит из значений 
решений исходной задачи (1), (2) в начальных точках подинтервалов, т.е. 

Далее мы рассмотрим задачи Коши для обыкновенных дифференциальных 
уравнений на подинтервалах

	                       	      (14)

где   – либо  матрица, либо  вектор, оба непрерывные на  
 

  Следовательно, решение задачи (14) представляет 
собой квадратную матрицу или вектор размерности  Обозначим через 

 решение задачи Коши (14). Очевидно, что

где   – фундаментальная матрица дифференциального уравнения (14) 
на r-ом интервале.

Результаты и обсуждение
Мы предлагаем следующую численную реализацию алгоритма, 

основанного на методе Булирша-Штёра.
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1. Предположим, у нас есть разбиение  
 Разделите каждый r-й интервал   

 

на   частей с шагом  Предположим, что на 
каждом интервале   переменная  принимает дискретные  
 

значения:  
 

и обозначим через  множество таких точек. 
2. Решить следующие задачи Коши для обыкновенных дифференциальных 

уравнений методом Булирша-Штёра

тогда находятся значения  матриц   и  вектор  
 на  

Построить систему линейных алгебраических уравнений относительно  
параметров

	                                  (15)

Решая систему (15), находим  Как отмечено выше, элементы 
 являются значениями приближенного решения 

задачи (1), (2) ) в начальных точках подинтервалов:  

4. Чтобы определить значения приближенного решения в оставшихся 
точках множества  нужно решить задачи Коши
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А решения задач Коши можно найти методом Булирша-Штёра. Таким 
образом, алгоритм позволяет найти численное решение задачи (1), (2).

Чтобы проиллюстрировать предложенный подход для численного 
решения линейной краевой задачи с параметром для обыкновенного 
дифференциального уравнения с многоточечным условием (1), (2) на основе 
метода параметризации Джумабаева, рассмотрим следующий пример.

Пример. На отрезке [0,1] рассматривается линейная краевая задача с 
параметром для системы обыкновенных дифференциальных уравнений 
с многоточечным условием 

    (16)

				                 	       (17)

Here  
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Мы используем численную реализацию предложенного алгоритма. Мы 
предоставляем результаты численной реализации алгоритма путем разбиения 
подинтервалов [0, 0,25], [0,25, 0,5], [0,5, 0,75], [0,75, 1]  с шагом h = 0,025.

Решая систему уравнений (15), получаем численные значения 
параметров

Численные решения в других точках подынтервалов находим методом 
Булирша-Штёра решая следующие задачи Коши

Точным решением задачи (16), (17) является пара  где 

  
Для разности соответствующих значений точных и построенных 

решений задачи справедлива следующая оценка: 

Выводы
Таким образом, в данной работе на основе метода параметризации 

Джумабаева и численных методов разработан численный метод 
решения линейной краевой задачи с параметром для обыкновенных 
дифференциальных уравнений с многоточечным условием и предложен 
алгоритм их реализации. Предложенный численный метод решения 
рассматриваемой задачи, основан на решении построенной системы 
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линейных алгебраических уравнений относительно параметров и метода 
Булирша-Штёра для решения задачи Коши для системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений на подинтервалах. А также рассмотрен 
пример  иллюстрирующий численную реализацию решения линейной 
краевой задачи с параметром для обыкновенного дифференциального 
уравнения с многоточечным условием. 
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КӨП НҮКТЕЛІ ШАРТЫ БАР ЖӘЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ 
ТЕҢДЕУЛЕР ҮШІН БАСҚАРУ ЕСЕПТЕРІН  

САНДЫҚ ШЕШУ ТУРАЛЫ

Бұл жұмыста көп нүктелі шарты бар жәй дифференциалдық 
теңдеу үшін параметрі бар сызықтық шеттік есеп зерттеледі. 
Джумабаев параметрлеу әдісі мен сандық әдістер негізінде көп 
нүктелі шарты бар жәй дифференциалдық теңдеу үшін параметрі 
бар сызықтық шеттік есепті шешудің сандық әдісі жасалады және 
оларды жүзеге асыру алгоритмдері ұсынылады. Аралықты бөлу 
және қосымша параметрлерді енгізу арқылы көп нүктелі шарты 
бар жәй дифференциалдық теңдеу үшін параметрі бар сызықтық 
шеттік есеп параметрі бар эквивалентті шеттік есепке келтіріледі. 
Параметрлері бар эквивалентті шеттік есеп параметрлері бар жәй 
дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін Коши есебінен, көп нүктелі 
шартынан және байланыс шарттарынан тұрады. Параметрлері 
бар жәй дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін Коши есебінің 
шешімі дифференциалдық теңдеудің фундаменталды матрицасын 
қолдана отырып құрылады. Құрылған шешімнің тиісті нүктелеріндегі 
мәндерді көп нүктелі шартқа және байланыстыру шарттарына қоя 
отырып, параметрлерге қатысты сызықтық алгебралық теңдеулер 
жүйесі жасалады. Қарастырып отырған есепті шешудің ішкі 
интервалдардағы жәй дифференциалдық теңдеулер үшін Коши есебін 
шешуге арналған Булирш-Штер әдісіне және параметрлерге қатысты 
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құрылған сызықтық алгебралық теңдеулердің жүйесін шешуге 
негізделген сандық әдісі ұсынылған.

Кілтті сөздер: шеттік есеп, дифференциалдық теңдеу, басқару 
есебі, көп нүктелі шарт, параметрлеу әдісі.
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NUMERICAL SOLUTION OF THE CONTROL PROBLEM  
FOR ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS  

WITH MULTIPOINT CONDITION

In this paper, we study a linear boundary value problem with a 
parameter for an ordinary differential equation with a multipoint condition. 
A  numerical method for solving the considering problem is developed on the 
basis of the Dzhumabaev parameterization method and numerical methods, 
and algorithms for their implementation are proposed. By splitting the interval 
and introducing additional parameters, a linear boundary value problem with 
a parameter for ordinary differential equations with a multipoint condition 
is reduced to an equivalent boundary value problem with a parameter. An 
equivalent boundary value problem with parameters consists of the Cauchy 
problem for a system of ordinary differential equations with parameters, a 
multipoint condition, and a gluing condition. The solution to the Cauchy 
problem for a system of ordinary differential equations with parameters 
is constructed using the fundamental matrix of the differential equation. 
Substituting the values ​​at the corresponding points of the constructed solution 
into the multipoint condition and the gluing condition, a system of linear 
algebraic equations with respect to the parameters is compiled. A numerical 
method is proposed for solving the considering problem, based on solving the 
constructed system of linear algebraic equations with respect to parameters 
and the Bulirsch-Stör method for solving the Cauchy problem for a system of 
ordinary differential equations on subintervals. 

Keywords: boundary value problem, differential equation, control 
problem, multi-point condition, parameterization method.
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