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Туындыға қатысты шешілмеген сызықтық 
емес интегралды – дифференциалдық 
теңдеулердің голоморфты шешімдері

Ғылыми әдебиеттерде құрамында бірнеше параметрі бар 
интегро-дифференциалдық теңдеулер аз зерттелген, атап айтқанда 
олардың екеуі болғанда, бір параметр теңдеудің интегралдық 
бөлігінде, ал екіншісі дифференциалдық бөлікте болады. Бұл әсіресе 
туындыға қатысты шешілмеген интегро-дифференциалдық 
теңдеулер үшін қажетті. Мұндай теңдеулер класын зерттеу 
математикалық физика теңдеулерінің теориялық және қолданбалы 
аспектілерінің көптеген сұрақтарында өте пайдалы болар еді. 
Сызықты емес интегро-дифференциалдық теңдеулерді шешу 
әдістері жылу физикасы, акустика, механика және астронавтика 
сияқты ғылым мен техниканың салаларында қызығушылық 
тудырады. Өкінішке орай, осы класс есептерінің шешімдерін құру 
сызықты емес өрнектер мен белгісіз функциялардың интегралдарына 
байланысты бірқатар қиындықтармен байланысты. Бұл жұмыста 
бірінші ретті интегралды-дифференциалдық теңдеу параметрге 
қатысты сызықтық ядросымен шешудің бірнеше әдістерінің 
тіркесімін қолдануы  қарастырылады. Ұсынылған тәсіл сызықты 
емес интегро - дифференциалдық есепті сызықты емес алгебралық 
теңдеулер жүйесін шешуге келтіруге мүмкіндік береді. Мақала 
кейбір интегралдық және интегро-дифференциалдық теңдеулердің 
екі параметріне ε  және λ  - ға тәуелді голоморфты шешімдерін 
зерттеуге арналған және сәйкес теорема дәлелденген. Мұнда біз 
анықталмаған коэффициенттер әдісін және функционалдық 
қатарлардың біркелкі жинақталуы туралы Вейерштрас 
теоремасын кеңінен қолданамыз.

mailto:mika_28@mail.ru
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Кілтті сөздер: интегро-дифференциалдық теңдеу, голоморфты 
шешімдері, резольвента әдісі,  детерминанты, мажорантық 
қатарлар.

Кіріспе
Параметрге қатысты сызықтық ядросы бар бірінші ретті интегралды-

дифференциалдық теңдеу.
1° Сызықтық емес теңдеуін қарастырамыз

� (1)

мұндағы ɛ>0, λ – кейбір параметрлер,
φ, ψ  және f функциялар [ ]1,0∈x . бойынша үздіксіз, басқа аргументтер 

бойынша аналитикалық функциялар. ),( txKi  ( )1,0=i  ядролары х және t 
бойынша үздіксіз болып болжалды. ɛ=0 қойып,  біз қысқартылған теңдеуді 
аламыз [1].

� (2)

 

0λλ =  кезінде (2)теңдеудің шешімі )(0 xu болсын, яғни

� (3)

Ауыстыру енгізсек
 � (4)

ψ және f  және (3) функцияларының аналитикалық екенін ескерсек, (2) 
теңдеуінен аламыз
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(n=0,1,2…)

(5) теңдеуінің шешімдерін қатар түрінде іздейміз

							        � (6)

(6) қатарын (5) теңдеуге қоя отырып, және коэффициенттерді бірдей μ 
дәрежелерімен салыстыра отырып, белгісіз қатар коэффициенттерін анықтау 
үшін (6) сызықтық интегралды - дифференциалдық теңдеулерге келеміз [2].

� (7)

� (7.1)

� (7.2)

мұндағы 

� (8)
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Жоғарыда айтылғандай, мұнда квадрат жақшаның штрихі )(xfn -ге 
тек k, m  индекстерінің барлық көбейтінділерінің қосындысы сыртқы ∑ 
белгінің жоғарғы санына тең болатын қос қосындының мүшелері кіретіндігін 
білдіреді 

),( sx∆  теңдеудің шешімі болсын
),()(),( 1 xxAsx ∆=∆′  

1),( =∆ =sxsx  кезінде

Онда (7.2) – нан, нөлдік бастапқы шарттарды ескере отырып, 
немесе  

 аламыз

мұндағы 

 

)(xfn  (8) формула бойынша анықталады
Егер (9) теңдеу кез-келген 0λ -де )(xnΦ  (II тарау, §2.2 қараңыз) 

функциясының жалғыз шешімі болса және бірлік cаны )( 10 txH - ге тән cан 
болмаса, біз ),(),( 100 txHtxH λ+  ядросын қалыпты деп атаймыз [3].

Материалдар мен әдістер
),(),( 100 txHtxH λ+ ядросы қалыпты ядро болсын және ,0)( 0 ≠λD  

мұндағы )( 0λD  Фредгольм ядросының детерминанты

),(0 txH  ядросының ),(0 tsR -резолвенті, сондықтан (9) теңдеуінде 
келесі формуламен анықталған жалғыз шешім бар
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� (11)

),,( 0λtxR мұнда ),( txK  ядросының резолвенті. Осылайша, біз барлық 
)(xZn  функцияларын ретті түрде анықтай аламыз, және осылайша мұндай 

анықтама бір мәнді болады. (11) - ді (6) – ге алмастыра отырып, (5) теңдеудің 
шешімін аламыз:

(12)

Енді (12) қатар  екенін және қатар одан Х бойынша бөлінген 
дифференциация арқылы алынатынын көрсету қажет, яғни. Қатар

									         � (13)

Барлық ]1,0[∈x  үшін жеткілікті кіші мәндермен біріктіріңіз µ  . Ол 
үшін мажорантты қатарлар әдісі қолданылады [4]. Келесі теңсіздіктер орын 
алсын:

,),(),,( Msxsx x ≤∆′∆

(0≤X, S≤  1)

� (14)
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Мұндағы  M, B, R0 және R1 – тұрақтылар

бізде бар
Мұны көру оңай 001 au = , 11 au k = , …, nn au =1                                                    
 Жалпы 

� (15)

Жоғарыда айтылғандардан бұл 

анық

үшін  0≤ х ≤ 1.
Кез келген n натурал сан үшін теңсіздіктер ақиқат болатынын 

математикалық индукция әдісімен көрсетейік:
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� (16)

Шынында да, (11) ескере отырып, бізде бар

� (17)

(17) ескеріп, (10) мен (14) және (15) салыстыра отырып, қалаған 
теңсіздікті аламыз (16). Сондықтан (13) қатарлар үшін ( ) ( ) ( ) ( )xvxvxv n,...,, ′  
күшейткіш қатарлар болып табылады, ал (13) қатарларының жинақтылық 
облысы ( ) ( ) ( ) ( )xvxvxv n,...,, ′  да қатарлардың жинақтылық облысы болады. 
Демек, (4) немесе бірдей теңдеу (3) болып табылатын теңдеу шешімдердің 
бірдей голоморфты тобына ие, оған шешім ( )xu0  де жатады  [5].

Әрі қарай,  (4), (5), [6] әдебиетіндегі (7) және  [3] әдебиетіндегі (20) 
теңдеулерін ескере отырып, біз аламыз

,т.е. 
Теңдеуден дәл осы жолмен

сондай-ақ мынаны ескере отырып

( )xn
′φ = бағалай аламыз ( ) .nn bxz ≤′

Осылайша, ( )xz  және ( )xz′  үшін күшейту қатарлары (16)  болып 
табылады, және (16) қатарлардың жинақтылық аймағы – сондай ақ ( )xz  
және ( )xz′  жинақтылық аймағы болады.
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Нәтижелер және талқылау
Теорема. 1) [ ]1,0∈x  бойынша ( ) ( )nxfnx ,,,ϕ  үздіксіз және бойынша 

аналитикалық функциялар болсын
2) ( ) 00 ≠λD  және ( )txH ,0

 ядросы қалыпты , мұндағы ( )xD  Фредгольм 
ядросының детерминанты

3) (14)  теңсіздік орны бар 
Бұл жағдайда (2)  қысқартылған теңдеудің жалғыз голоморфты шешімі 

бар, келесідегідей формуламен анықталатын

Шығады:

Енді функциялар ψϕ,  және f  аналитикалық функциялар болып 
табылатындығын ескере отырып, бізде бар

� (18)

Теңдеу шешімі келесі тұрде болады
 � (19)

Қатардың белгісіз коэффициенттерін табу үшін қатарларды алмастырып, 
ε коэффициенттерді бірдей дәрежеде теңестіреміз [184]. Біз аламыз

� (20)
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мұндағы

 � (21)

пункт 10 келтірілген жолмен, теңдеу шешімін келесі тұрде жазуға болады

Мұнда -сәйкес келетін біртекті дифференциалдық теңдеудің 
шешімдерінің іргелі жүйесі, )(s∆  – Вронскийдің детерминанты және  )(si∆  
– олардың өз таңбаларымен  алынған оның минорлары. 

Функция  )(xfk   жоғарыда көрсетілген формула бойынша анықталады, 
ал

 � (24)

мұнда 

 � (25)

Қатардың жинақтылығын дәлелдейік

 � (26)

кіші мәніндегі ε .
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Мажоранттық қатарлар әдісін қолданамыз. Келесі теңсіздіктер 
орындалады

)1( +n  алгебралық теңдеулер жұйесін аламыз

 � (27)

мұндағы

(28)

( ) 







++≡ ∑

−

+

11
1

0
1

n

j
jjj RBMBMN λλ

νξ ≡0 , ,1 w≡ξ  …, ,1 ωξ ≡−n υξ ≡n

Функциялар jF  айқындалмаған  функцияның болуы теоремасының 
барлық үш шартын қанағаттандырады. Сондықтан 0=ε   нүкте маңындағы 
теңдеулер жүйесі параметрге қатысты жалғыз голоморфты шешімге ие:

						       � (29)

Бұл қатарлардың коэффициенттері  қатарларды алмастыру арқылы 
анықталады.  үшін келесі өрнектер алынады



Вестник Торайгыров университета, ISSN 2959-068Х.
Серия: Физика, математика и компьютерные науки. № 2, 2023

95

nk
j
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0 кез келген ∞= ,1k , 10 ≤≤ x . негізі, 1=k келесі 
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жоғарыда аталған үздіксіздік пен аналитикалық шарттар қанағаттандырсын. 
Әрі қарай, ( ) ( )txHtxH 1110 λ+  ядросы қалыпты және ( ) 0≠λD  болсын . Бұлай 
болса (1) теңдеуі
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түрінде ұсынылған жалғыз голоморфты шешімге ие, мұндағы u (x) - (2) 

қысқартылған теңдеудің шешімі, ал (21) формуласы кіші параметрге тәуелді 
емес ε, ондай болса 0→ε кезінде теңдеудің шешімі (1) теңдеуді шешуге 
тырысады (2).

Қорытынды
Интегралды-дифференциалдық теңдеулерді шешудің келесі әдістері 

белгілі:
– Лапластың түрлендіруі;
– дәйекті жуықтау әдісі;
– резольвента  әдісі;
– алгебралық теңдеуге  келтіру әдісі;
– интегралды шектеулі сомамен алмастыру [1–8].
Айта кету керек, интегралды-дифференциалдық теңдеулер үшін дәл 

аналитикалық шешім алу әрдайым мүмкін емес. Шешім әдісін таңдау 
теңдеудің түріне байланысты [9].

Мұнда бірінші ретті интегралды-дифференциалдық теңдеу параметрге 
қатысты сызықтық ядросымен шешудің бірнеше әдістерінің тіркесімін 
қолдануы  қарастырылды [10–12]. Сонымен қатар, шешімнің әр кезеңінде 
қолданылған әдіс белгілі бір нақты шешім береді де, қорытынды теореманы 
тұжырымдауға  мүмкіндік болды.
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Голоморфные решения нерешенных нелинейных 
интегрально-дифференциальных 
уравнений с учетом производной

В научной литературе мало изучены интегро–дифференциальные 
уравнения, которые содержат несколько параметров, в частности, 
когда их два, причем один параметр находится в интегральной 
части уравнения, а другой в дифференциальной части. Особенно это 
относится к интегро-дифференциальным уравнениям, не разрешенным 
относительно производной. Исследования такого класса уравнений было 
бы очень полезным во многих вопросах теоретических и прикладных 
аспектах уравнений математической физики. Методы решения 
нелинейных интегро-дифференциальных уравнений представляют 
интерес в таких областях науки и техники, как теплофизика, 
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акустика, механика, космонавтика. К сожалению, построение решений 
задач такого класса связано с рядом трудностей из–за нелинейных 
выражений и интегралов от неизвестных функций. В данной работе 
рассматривается использование комбинации нескольких методов 
решения интегро–дифференциального уравнения первого порядка с 
линейным ядром, связанным с параметром. Предложенный подход 
позволяет свести нелинейную интегро–дифференциальную задачу 
к решению системы нелинейных алгебраических уравнений. Статья 
посвящена изучению голоморфных решений некоторых интегральных и 
интегро–дифференциальных уравнений зависящих от двух параметров 
ε  и λ , и доказана   соответствующая   теорема.   Здесь широко 
используется нами метод неопределенных коэффициентов и теорема 
Вейерштрасса о равномерной сходимости функциональных рядов.

Ключевые слова: интегро–дифференциальные уравнения,  
голоморфные решения, резольвентный метод, определитель, 
мажорантный ряд.
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HOLOMORPHIC SOLUTIONS OF UNSOLVED NONLINEAR 
INTEGRAL-DIFFERENTIAL EQUATIONS 

WITH DERIVATIVE INCLUDED

In the scientific literature, integro-differential equations that contain 
several parameters have been little studied, in particular, when there 
are two of them, with one parameter being in the integral part of the 
equation, and the other in the differential part. This is especially true 
for integro-differential equations that are not resolved with respect to the 
derivative. The study of such a class of equations would be very useful 
in many questions of theoretical and applied aspects of the equations of 
mathematical physics. Methods for solving nonlinear integro-differential 
equations are of interest in such areas of science and technology as 
thermal physics, acoustics, mechanics, and astronautics. Unfortunately, 
the construction of solutions to problems of this class is associated with 
a number of difficulties due to nonlinear expressions and integrals of 
unknown functions. In this paper, we consider the use of a combination 
of several methods for solving a first-order integro-differential equation 
with a linear kernel associated with a parameter. The proposed approach 
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makes it possible to reduce a nonlinear integro-differential problem to 
solving a system of nonlinear algebraic equations. The article is devoted 
to the study of holomorphic solutions of some integral and integro-
differential equations depending on two parametersε  and λ , and 
the corresponding theorem is proved. Here we widely use the method 
of indefinite coefficients and the Weierstrass theorem on the uniform 
convergence of functional series.

Keywords: integro-differential equations, holomorphic solutions, 
resolvent method, determinant, majorant series.
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