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ПРИМЕНЕНИЕ ТЕНЗОРНЫХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ 
ФУНКЦИОНАЛОВ К ПРИБЛИЖЕННОМУ ВЫЧИСЛЕНИЮ 
ИНТЕГРАЛОВ C «СИЛЬНОЙ ОСЦИЛЛЯЦИЕЙ» 
ДЛЯ КЛАССОВ ФУНКЦИЙ С ОЦЕНКАМИ НА 
ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ 
КОЭФФИЦИЕНТЫ ФУРЬЕ1

Интегралы от сильноосцилирующих функций имеют 
множество применений, в том числе решение колебательных 
дифференциальных уравнений и акустики. Такие интегралы трудно 
поддаются вычислению обычными квадратурными формулами. 

В статье изучается вопрос об приближенном вычислении 
интегралов от произведений двух функций методом тензорных 
произведений функционалов, в предположении, что одна из них из 
класса Коробова, а другая сильно осциллирующая.

В основном, разработки по приближенному вычислению 
интегралов с сильной осцилляцией проводились в одномерном случае. 
Применяемый в данной работе метод является многомерным и 
принципиально отличается от всех ранее известных.

Известно, что эта задача лучше всего решается устранением 
сложности представляемой колебательной функцией. В записи 
вычислительного агрегата, числовая информация от множителей 
произведения функций самостоятельны и отделены друг от 
друга, что позволяет от второй, «беспорядочной» функции брать 
наилучшую информацию виде тригонометрических коэффициентов 
Фурье, в котором заложены его «неожиданности».

1 Данное исследование проведено в рамках грантового финансирования МОН РК, 
проект № AP05136219
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Получены общая формула приближенного вычисления 
интегралов с «сильной осцилляцией», в которой в явном виде выписан 
вычислительный агрегат в общем виде зависящий от методов 
суммирования и возникающая при этом оценка погрешности.

Ключевые слова. Функции с высокой осцилляцией, приближенное 
интегрирование, класс Коробова, тензорное произведение 
функционалов, вычислительный агрегат.

Введение
Линейные функционалы относятся к основным математическим 

объектам.
Запись линейного функционала в интегральном виде 

                                         (1)

при фиксированной функции ( )xg  охватывает большое количество 
конкретных случаев. 

Задача исследования состоит в приближенном вычислении таких 
линейных функционалов по конечным суммам значений функции f  с 
числовыми множителями, зависящими от функции g , определяющей 
функционал ( )fl . Различные конкретизации функций g  приводят к 
различным функционалам, широко изучаемых в теоретической математике 
и с большими применениями в прикладной математике.

Определение функции как соответствия является слишком общим и, в 
буквальном следовании, непригодным для аналитического использования. 
Поэтому представление функции в виде разложения по взаимно 
перпендикулярным единичным ортам (ортонормированной системе) через 
ряд Фурье, вносит определенность и возможность оперирования с функцией 
как конкретным математическим (аналитическим) объектом.

Коэффициент Фурье как величина проекции функции на орт 
осуществляет прямую связь между функцией и ее разложением по 
ортогональной системе.

Тем самым, коэффициенты Фурье относятся к основным математическим 
объектам.

Стало быть, задача приближенного вычисления линейных функционалов, 
включающих в себя коэффициенты Фурье, имеет самостоятельное значение 
и, очевидно, многочисленные вычислительные применения в том же объеме, 
что и ряды Фурье.

Задача вычисления коэффициентов Фурье и им подобных интегралов 
от произведений с быстро колеблющимися функциями в соответствии со 
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сложившейся в математической литературе терминологией называют «с 
сильной (высокой) осцилляцией».

Данная статья посвящена случаю интегралов (1)  от произведения 
произвольной суммируемой функции  с ортом  

Задаче приближения интеграла (1) посвящена обширная литература 
(см., напр., [1-7]).

Материалы и методы. Основной метод исследования состоит в выборе 
соответствующей конкретизации общей формулы из [8] (необходимые 
определения и обозначения см. там же)
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Эта формула «авторская» в том смысле, что получена в ИТМиНВ в 
результате уточнения идеи, лежащей в основе метода Смоляка [9] и 

распространении ее на общий случай ортонормированных полных систем.
Результаты и обсуждение. В данной статье приведены результаты по 

применению тензорных произведений функционалов  к приближенному 
в ы ч и с л е н и ю  л и н е й н ы х  ф у н к ц и о н а л о в  ( ) ( ) ( )dxxgxffg ∫

Ω

=  c 
2 ( , )( ) ( )i m x sg x e m Zπ= ∈  для индивидуальной функции и классов Коробова. 

Определение. Пусть даны ,..2,1=s  и .0>r Класс Коробова r
sE , по 

определению, есть множество всех 1-периодических по каждой из своих 
s  переменных,интегрируемых на [ ]s1,0 функций ( ) ( )sxxfxf ,...,1= , 
тригонометрические коэффициенты Фурье-Лебега которых удовлетворяют 
неравенству 

Отметим что при 1>r  все функций класса r
sE  непрерывны. Справедлива

Теорема.  Пусть 0)0( ≥ν  и  для всякого целого )0(νν ≥ задана 
действительнозначная последовательность ( ){ } Znn ∈

νλ такая, что 
( ) ( ) ( ),...2,1== − nnn

νν λλ   и ( ) 0=νλn при всех 12 −≥ νn ,

( ) 1lim =
∞→

ν

ν
λn   и ( ) ( ) ( )Znnn ∈+∞<−∑
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−
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Пусть также ( ) s
s Zmmm ∈= ,...,1 .Тогда для класса r

sE ( )1>r имеет место 
неравенство
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Выводы. Таким образом, в случае )()( ),(2 sxmi Zmexg ∈= π  получена общая 
формула приближенного вычисления интегралов «сильной (высокой) 
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осцилляции», в которой в явном виде выписан искомый вычислительный 
агрегат, в общем виде зависящий от методов суммирования. Также выписана 
оценка возникающей при этом погрешности.

Величины 
( ){ }n
νλ  в вычислительных агрегатах составляют большой 

набор методов суммирования, каждая из которых порождает самостоятельную 
оптимизационную задачу с содержательным результатом. 
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Н. Наурызбаев
Дербес тригонометриялық фурье коэффициенттеріне бағалаулары 
арқылы берілген функциялар класстары үшін жоғары осциллияциялы 
интегралдарды жуықтап есептеуде функционалдардың тензорлық 
көбейтіндісі әдісін қолдану

Л. Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университеті, 
Теориялық математика және ғылыми есептеулер институтының аға 

Қазақстан Республикасы, Нұр-Сұлтан.
Материал 18.09.20 баспаға түсті.

Жоғары тербелмелі интегралдар көптеген салаларда, соның 
ішінде  тербелмелі дифференциалдық және акустика теңдеулерін 
шешуде қолданбалары бар. Мұндай интегралдарды классикалық 
квадратуралық формулалармен есептеу қиындықтар туғызады.

Мақалада функционалдардың тензорлық көбейтінділері 
әдісімен бірі Коробов класынан, ал екіншісі жоғары осцилляциялы 
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екі функцияның көбейтіндісінің интегралын жуықтап есептеу 
мәселесі зерттеледі. 

Негізінен, тербелісі күшті интегралдарды жуықтап есептеу 
бойынша зерттеулер бір өлшемді жағдайда жүргізілді. Бұл 
жұмыста қолданылатын әдіс көпөлшемді және бұрынғы белгілі 
зертеулерден түбегейлі өзгеше.

Осы мәселе ұсынылған тербелмелі функцияның күрделілігін 
жою арқылы шешілетіні белгілі. Есептеу агрегатының жазбасында 
функциялар көбейткіштерінен алынған сандық мәліметтер тәуелсіз 
және бір-бірінен ажыратылған, бұл екінші, «тосын сыйлары» бар, 
«тәртіпсіз» функциядан тригонометриялық Фурье коэффициенті 
түрінде ең жақсы ақпаратты алуға мүмкіндік береді.

«Күшті осцилляциялы» интегралдарды қосындылау әдістеріне 
байланысты жуықтап есептеу агрегатының айқын жалпы 
формуласы берілді және осы жағдайда қателік бағалауы алынды.

Жуықтау кезінде пайда болатын қателіктің реттік бағалауы 
анықталған. 
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Oscillatory integrals have many applications, including solving 
oscillatory differential equations and acoustics. Such integrals are 
difficult to compute by ordinary quadratic formulas.

In the article, the question of the approximate calculation of 
integrals of the products of two functions by the method of tensor products 
of functionals is studied. Assuming that one of them is from the Korobov 
class and the other is strongly oscillating.

Basically, developments on the approximate calculation of integrals 
with strong oscillations were carried out in the one-dimensional case. The 
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method used in this work is multidimensional and fundamentally different 
from all previously known.

It is known that this problem is best solved by eliminating the 
complexity of the represented oscillatory function. In the expression of a 
computational aggregate, the numerical information from the multipliers 
of the product of functions are independent and separated from each other, 
which allows taking the best information from the second, «chaotic» 
function in the form of trigonometric Fourier coefficients, which contains 
its «surprises».

A general formula for the approximate calculation of Highly 
Oscillatory Integrals is obtained, in which a computational aggregate 
is written out in an explicit form in a general form depending on the 
summation methods and the resulting error estimate.

Keywords. Highly oscillatory functions, approximate integration, 
Korobov class, tensor product of functionals, computational aggregate.
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