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ОБ ОТРАЖЕНИИ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ТЕ И ТМ ВОЛН 
НА ГРАНИЦЕ АНИЗОТРОПНЫХ СРЕД 
РОМБИЧЕСКОЙ СИНГОНИИ

Метод матрицанта позволяет, с математической точки 
зрения, единообразно описать волновые процессы различной 
физической природы для широкого круга сред, физические процессы 
в которых определяются феноменологическими уравнениями. 
Методом матрицанта исследованы задачи распространения волн в 
упругих и термоупругих анизотропных средах, в пьезоэлектрических 
и пьезомагнитных средах, а также в средах с магнитоэлектрическим 
эффектом. В данной статье на основе аналитического метода 
матрицанта, разработанного отечественными учеными, решена 
задача отражения электромагнитных ТЕ и ТМ волн на границе 
анизотропных непроводящих сред. На основе метода разделения 
переменных система, состоящая из уравнений Максвелла и 
материальных уравнений, приведена к эквивалентной системе 
обыкновенных дифференциальных уравнений 1-го порядка из 
которой получена структура матриц коэффициентов системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений 1-го порядка 
описывающей волновые процессы в неоднородных вдоль одной из 
декартовых осей анизотропных диэлектрических средах. Получены 
выражения описывающие поля падающих, отраженных и прошедших 
электромагнитных ТЕ и ТМ волн на границе непроводящих 
однородных анизотропных сред ромбической сингонии.

Ключевые слова: электромагнитные волны, ТЕ и ТМ волны, 
задача отражения, анизотропная среда, матрицант.
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Введение
Метод матрицанта – аналитический метод исследования волновых 

процессов в неоднородных анизотропных средах. Метод заключается 
в построении матрицы, которая позволяет решать задачи, в том числе 
распространения электромагнитных волн в анизотропных кристаллах. 
Основным преимуществом метода матрицанта по сравнению с другими 
методами исследования, применяемыми в кристаллооптике, является [1] 
«внутренняя симметрия и общность структуры матрицы коэффициентов  
для всех рассматриваемых сред» (имеются в виду пьезоэлектрические, 
пьезомагнитные, термоупругие и магнитоэлектрические среды). В 
работах [2–10] методом матрицанта исследованы некоторые аспекты 
распространения волн в упругих, пьезоэлектрических, пьезомагнитных и 
магнитоэлектрических средах.

Изучение анизотропных кристаллов имеет большую практическую 
значимость для прикладной оптики и оптического приборостроения. 
Например, в изготовлении оптических элементов для когерентных источников 
излучения используются анизотропные кристаллы. Также теоретические 
расчёты на основе метода матрицанта имеют фундаментальное значение.

Материалы и методы
Электромагнитные ТЕ или ТМ волны в рамках метода матрицанта 

представляются в виде:
			    � (1)

Если перпендикулярно границе раздела сред ориентирована ось 0x, 

то вектор  равен либо , либо , если ось 0y, то   
вектор равен либо , либо , если ось 0z, то вектор   

 равен либо , либо . Вектор  –   
произвольный постоянный вектор, определяющий амплитуду волны.

Пусть, для определенности, перпендикулярно границе раздела сред 
ориентирована ось 0x, тогда:

	 � (2)

Здесь  – единичная матрица 2-го порядка; i – мнимая единица;  
 – матрица коэффициентов 2-го порядка;  – x-вая компонента волнового 

вектора. В зависимости от того, какая из компонент волнового вектора  
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или  равна нулю, остаётся множитель  или , который 
мы для краткости опустили. ω  – циклическая частота электромагнитной 
волны; t  – время.

, � (3)

Отметим, что в выражении (2) знак «+» берется для волн 
распространяющихся вдоль положительного направления оси 0x, а знак «-», 
для волн распространяющихся вдоль отрицательного направления оси 0x.

Падающая, отраженная и прошедшая электромагнитные волны 

записываются в виде:

	      , ,  � (4)

Матричная постановка и решение задачи отражения волн в рамках 
метода матрицанта осуществляется следующим образом. Так как 
вектор  содержит касательные к границе раздела сред составляющие 
электромагнитного поля, то на границе анизотропных сред (х=0) должны 
выполняться условия:

				    � (5)

С другой стороны:

			    � (6)
Решая совместно (4) и (5) получим поле отраженных и прошедших 

электромагнитных волн:

					     , � (7)

где:

			   � (8)

Из (3), (6) и (7) поле падающих, отраженных и прошедших волн:

		  , , � (9)
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Введем обозначения для матриц коэффициентов первой и второй сред: 

, � (10)

Тогда соответствующие х-вые компоненты волновых векторов этих 
сред запишутся в виде:

		  , � (11)
Используя формулы (2), (7), (9) и (10) получим для матрицы :

� (12)

где:

	  или � (13)

Результаты и обсуждение
Поле падающих волн (гармонический множитель здесь и далее, для 

краткости, опущен)

		  � (14)

где:

	         , � (15)
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Поле отраженных волн

		  � (16)

где:

		  , �  (17)

Поле прошедших волн

	 � (18)

, � (19)

Выводы
Таким образом, в данной работе решена задача отражения 

электромагнитных ТЕ и ТМ волн на границе раздела непроводящих 
анизотропных сред ромбической сингонии. Получено уравнение для полей 
отраженных и прошедших волн.
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ЭЛЕКТРОМАГНИТТІК ТЕ ЖӘНЕ TM ТОЛҚЫНДАРДЫҢ 
РОМБТЫҚ АНИЗОТРОПТЫ ОРТАЛАРДЫҢ  

ШЕКАРАСЫНДАҒЫ ШАҒЫЛЫСУЫ ТУРАЛЫ

Матрицанттық әдіс математикалық тұрғыдан алғанда, 
физикалық процестер феноменологиялық теңдеулермен анықталатын 
кең ауқымды орталар үшін әртүрлі физикалық табиғаттың біркелкі 
толқындық процестерін сипаттауға мүмкіндік береді. Серпімді 
және термосерпімді анизотропты орталарда, пьезоэлектрлік және 
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пьезомагниттік орталарда, сондай-ақ магнитоэлектрлік әсері 
бар орталарда толқынның таралу мәселелері матрицалық әдіспен 
зерттеледі. Бұл мақалада отандық ғалымдар әзірлеген матрицаның 
аналитикалық әдісі негізінде анизотропты өткізбейтін ортаның 
шекарасында электромагниттік ТЭ және ТМ толқындарының 
шағылысу мәселесі шешілген. Айнымалыларды бөлу әдісінің негізінде 
Максвелл теңдеулері мен материалдық теңдеулерден тұратын жүйе 
1-ші ретті кәдімгі дифференциалдық теңдеулердің эквивалентті 
жүйесіне келтіріледі, одан қарапайым дифференциалдық теңдеулер 
жүйесінің коэффициенттерінің матрицаларының құрылымы 
шығады. Декарттық осьтердің бірінің бойындағы біртекті емес 
толқындық процестерді сипаттайтын 1-ші ретті анизотропты 
диэлектрлік орта алынған. Ромбтық сингонияның өткізбейтін 
біртекті анизотропты орталар шекарасындағы электромагниттік 
ТЭ және ТМ толқындарының түсетін, шағылған және жіберілетін 
өрістерін сипаттайтын өрнектер алынған.

Кілтті сөздер: электромагниттік толқындар,  ТЕ және ТМ 
толқындары, шағылу есебі, анизотропты орта, матрицант.
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ON THE REFLECTION OF ELECTROMAGNETIC TE AND TM 
WAVES AT THE BOUNDARY OF RHOMBIC ANISOTROPIC MEDIA

The matricant method allows, from a mathematical point of view, 
to describe uniformly wave processes of various physical nature for a 
wide range of media, the physical processes in which are determined by 
phenomenological equations. The problems of wave propagation in elastic 
and thermoelastic anisotropic media, in piezoelectric and piezomagnetic 
media, as well as in media with a magnetoelectric effect are studied 
by the matricant method. In this article, on the basis of the analytical 
method of the matricant, developed by domestic scientists, the problem 
of reflection of electromagnetic TE and TM waves at the boundary of 
anisotropic non-conductive media is solved. Based on the method of 
separation of variables, a system consisting of Maxwell’s equations 
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and material equations is reduced to an equivalent system of ordinary 
differential equations of the 1st order, from which the structure of the 
matrices of coefficients of the system of ordinary differential equations of 
the 1st order describing wave processes in inhomogeneous along one of 
the Cartesian axes is obtained anisotropic dielectric media. Expressions 
are obtained that describe the fields of incident, reflected and transmitted 
electromagnetic TE and TM waves at the boundary of non-conducting 
homogeneous anisotropic media of rhombic syngony.

Keywords: electromagnetic waves, TE and TM waves, reflection 
problem, anisotropic medium, matricant.
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