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ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ ПО ПРИБЛИЖЕННОМУ 
ВЫЧИСЛЕНИЮ ИНТЕГРАЛОВ ОТ СИЛЬНО 
КОЛЕБЛЮЩИХСЯ ФУНКЦИЙ

В статье рассматривается задача приближенного вычисления 
линейного функционала, являющегося интегралом от произведения 
двух функций, одна из которых является сильно колеблющейся, а 
вторая  принадлежит  классу Соболева с доминирующей смешанной 
производной. Данному исследованию посвящена обширная 
литература, только по базе Web of Science более 400 работ.  
Н. Темиргалиевым, С. Кудайбергеновым и Н. Наурызбаевым получена 
оценка сверху приближенного вычисления данного функционала в 
случае когда одна из функции из системы Хаара. 

В статье приведены результаты по вычислительным 
экспериментам приближенного вычисления данных функционалов. 
Вычислительные эксперименты проведены в среде Mathcad. 
Построена тестовая функция, являющаяся тригонометрическим 
многочленом и принадлежащая классу Соболева с доминирующей 
смешанной производной. Для данной тестовой функции найдены 
точное значение интеграла, приближенное значение интеграла 
методом тензорного произведения функционалов и приближенное 
значение интеграла методом прямоугольников. 

Вычисления показывают, что для данной тестовой функции 
метод прямоугольников приближает лучше чем метод тензорных 
произведений функционалов. Вместе с тем, следует отметить, что 
тестовая функция является крайней функцией метода тензорного 
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произведения функционалов. Это означает, что полученная  
погрешность является наихудшей для рассматриваемого класса. 
Однако, для метода прямоугольников нет гарантии, что для других 
функции  из данного класса погрешность приближения будет 
также лучше.   

 Ключевые слова. Тензорное произведение функционалов, 
тестовая функция, система Хаара, классы Соболева, 
высокосциллирующая функция.

Введение
Статья посвящена задаче численной реализции приближенного 

вычисления  функционала

( ) ( ) ( )g f f x g x dx
Ω

= ∫                                            (1)
Положим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )g g
g N Nf f f= Λ + ∆ ,

в которой
( )g f – подлежащий приближенному вычислению линейный 

функционал, 
( ) ( )g
N fΛ – вычислительный агрегат,

( ) ( )g
N f∆ – возникающая при этом погрешность. 

При различных конкретизациях  получаем различные задачи. Особый 
интерес представляет случай, когда  сильно колеблющаяся (например, . 

При решении  задачи приближения функционала (1), возникающие 
основные вопросы следующие:

Какими вычислительными агрегатами ( ) ( )g
N fΛ  приближать?

Какого вида условия накладываются на функцию f?
Как выглядят оценки погрешности ( ) ( )g

N f∆ ?

Некоторые конкретизации поставленной задачи представлены в работах   
Y. L. Luke, A. Iserles, S. Nørsett, K. Lorenz, T. Jahnke, C. Lubich, D. Huybrechs,  
S. Olver,  Н. Темиргалиев, С. С. Кудайбергенов, А. А. Шоманова,  
V. Domınguez, I. G. Graham, V. P. Smyshlyaev, E. Novak, M. Ullrich,  
H. Wozniakowski, J. Gao, A. Molabahrami, G. He, Ch. Zhang, J. Ma, H. Liu, 

http://arxiv.org/find/math/1/au:+Novak_E/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/math/1/au:+Ullrich_M/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/math/1/au:+Wozniakowski_H/0/1/0/all/0/1
http://apps.webofknowledge.com/OneClickSearch.do?product=WOS&search_mode=OneClickSearch&excludeEventConfig=ExcludeIfFromFullRecPage&colName=WOS&SID=D5trlmutgYGdUIqWGMw&field=AU&value=Ma,%20JJ
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Sh. Xiang, B. Li, Gd. Liu, Siraj-ul-Islam, S. Zaman, YY. Ma, YS. Xu и др. (cм., 
напр., [1-14]).

Основная часть. Н. Темиргалиевым, С. Кудайбергеновым и  
Н. Наурызбаевым в [15] рассмотрен случай когда  есть функция из системы 
Хаара, определяемая на отрезке [ ]1,0  следующим образом (см. [16]): ( ) 10 ≡tχ
, а для всякого ,...2,1,0=n и nk 2,...,1=

В точке разрыва функции Хаара равны полусумме пределов справа 
и слева. На концах отрезка  [ ]1,0  они равны своим предельным значениям 
изнутри отрезка.

Через ( ) ( )2 0,1 1 / 2srSW r >  обозначен класс Соболева с доминирующей 
смешанной призводной, состоящий из всех 1-периодических по каждой 
переменной функций ),...,()( 1 sxxfxf = , которые представимы в виде 
(y =(y1, …, ys), ( )2 0,1 1sLψ ≤ )

( ) ( ) ( ) ( )
[ ] 0,10,1

2 2 cos2 / 4
s j j

s
rs

j j j
k k Zj

f x x y k k y r dyψ π π
−

> ∈=

= + −∑∏∫
.

Результаты и обсуждение. Справедлива
Теорема А (Н. Темиргалиев, С. Кудайбергенов и Н. Наурызбаев 

[15]).  Пусть даны числа ,...2,1=s   и 1 / 2r > . Тогда для всякого набора 
неотрицательных целых чисел n1 ,…,ns  и для всех целых  имеют место 
неравенство 

( )
( )

[ ]

( )
( )

( ) ( )
2 11 1

0

1

1

21
2

2 2 2

...2
0,1 1 1,..., : 1 2 1 20,1

1,..., ,

2 1
1sup

22

j jj j n nj j

n j ssr j
s ss s s

j j
s

k imn im

s s

jk
f SW jj jZ m m

j s
q

ie e

f x x dx
imν ν

π
π

ν ν
ν ν

ν ν
ν ν

χ
π

−

+ ++
∈ = =∈ ≤ ≤ ≤ ≤

> =
+ + ≤

 
 −
 
 − ×∑ ∑ ∑∏ ∏∫





( ( ) ) )(( )1

1

12 1 2 1 2
01 2

,
0 0 1

... ,..., 1 sgn 1 ( 1)
2 2

s j
j jj

js

s

ks imks
j

s r
k k j

k kf e
ν

ν ν
π

ν ν ν ν
− − −

= = =

 × − − + − << 
 ∑ ∑ ∏

( )( )( )

( )
...1

1 12
12 ln

2

n ns
s r s

q s
r

N
N q

N

+ +
− + +

−<< ≈

https://apps.webofknowledge.com/DaisyOneClickSearch.do?product=WOS&search_mode=DaisyOneClickSearch&colName=WOS&SID=D1Muj1hNnbMJz1rU7RZ&author_name=Ma,%20YY&dais_id=1211276&excludeEventConfig=ExcludeIfFromFullRecPage
https://apps.webofknowledge.com/DaisyOneClickSearch.do?product=WOS&search_mode=DaisyOneClickSearch&colName=WOS&SID=D1Muj1hNnbMJz1rU7RZ&author_name=Xu,%20YS&dais_id=280558&excludeEventConfig=ExcludeIfFromFullRecPage
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и

( )
[ ]

( )
( )

( ) ( )
11 1

0

1

1

21
2

2 2 2

...2
1 1,..., : 1 2 1 20,1

1,..., ,

2 1
1sup

22

j jj j n nj j

n j sr j
ss ss s s

j j
s

k imn im

s s

jkf E jj jZ m m
j s

q

ie e

f x x dx
imν ν

π
π

ν ν
ν ν

ν ν
ν ν

χ
π

−

+ ++∈ = =∈ ≤ ≤ ≤ ≤

> =
+ + ≤

 
 −
 
 − ×∑ ∑ ∑∏ ∏∫





( ( ) ) )(( )1

1

12 1 2 1 2
01 2

,
0 0 1

... ,..., 1 sgn 1 ( 1)
2 2

s j
j jj

js

s

ks imks
j

s r
k k j

k kf e
ν

ν ν
π

ν ν ν ν
− − −

= = =

 × − − + − << 
 ∑ ∑ ∏

( ) ( )
...1
2

12 ln
2 .

n ns
sr

q s
r

N
N q

N

+ +

−<< ≈
 

В статье проведена численная реализация вычислительного агрегата из 
теоремы А. Численная реализация проводилась в Mathcad.

Построены соответствующие тестовые функции:
Для  заданных , :j j jn k Zν ∈ 1,2,...;jn = 0 2 ;jn

jk≤ ≤ ( )0 1,2,3 ;j jν > =
1 2 3 qν ν ν+ + = определим функцию

Доказана, что 2
r

qf SW∈  и выполняется соотношение 

( )
[ ]

( ) ( )
[ ]

( )
2

1/2
2 2

1 10,1 0,1

sup ( , ) ( , )n k n kj j j jq qr
s s

s s

j N q j N q
g SW j j

g x x dx x g q f x x dx x fχ χ+ +

∈ = =

− Λ << −Λ∏ ∏∫ ∫

Результаты  численных экспериментов представлены в таблице 1, здесь, 

, ,n kI ν – точное значение интеграла, qΛ – приближенное значение интеграла 
методом тензорного произведения функционалов, 

NQ – приближенное 
значение интеграла методом прямоугольников,  , QR RΛ – погрешности 
интегрирования. 
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Таблица 1

1

Параметры , , , , 
.

, ,n kI ν

qNΛ ( )RΛ

NQ ( )QR

2

Параметры , остальное так же.

, ,n kI ν

qNΛ ( )RΛ

NQ ( )QR

Выводы.  Несмотря на то, что погрешности приближения методом 
прямоугольников NQ  дает погрешность меньше чем вычислительными 
агрегатами, построенными методом тензорных произведений тензорных 
функционалов 

qNΛ , пробная  функция является крайней в степенной шкале 
для метода 

qNΛ . Это означает, что для любых других функций из класса 

2
rSW  погрешность приближения не превосходит этой погрешности, в то 

же время для метода прямоугольников NQ  указанная погрешность верна 
только для этой функций.
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С. С. Құдайбергенов1, Б. Урумбаев2, А. Т. Апенов3

Қатты тербелмелі функцияларды жуықтап интегралдардау бойынша 
сандық тәжірибелер

1Л. Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университеті
Теориялық математика және ғылыми есептеулер институты 

2,3Л. Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университеті
Қазақстан Республикасы, Нұр-Сұлтан қ.

Материал 18.09.20 баспаға түсті.

Мақалада біреуі қатты тербелетін, ал екіншісі доминантты 
аралас туындысы бар Соболев класында жататын екі функцияның 
көбейтіндісінің интегралы болып табылатын сызықтық 
функционалды жуықтап есептеу есебі қарастырылады. Бұл 
зерттеуге көптеген әдебиеттер арналған, тек Web of Science 
мәліметтер базасында 400-ден астам жұмыс бар. Н.Темірғалиев, 
С. Құдайбергенов және Н. Наурызбаев осы функцияналды Хаар 
жүйесіндегі функциялардың бірі болған жағдайда жуықтап 
есептеудің жоғардан бағалауын алған.

Мақалада берілген функционалдарды жуықтап есептеу үшін 
есептеу эксперименттерінің нәтижелері келтірілген. Есептеу 
эксперименттері Mathcad ортасында жүргізілді. Тригонометриялық 
көпмүшелік болып табылатын және доминантты аралас туындысы 
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бар Соболев класына жататын тест функциясы құрылды. Бұл 
тест функциясы үшін интегралдың нақты мәні, функционалдардың 
тензор көбейтіндісі бойынша интегралдың жуық мәні және 
тіктөртбұрыш әдісімен интегралдың жуық мәні табылған. 

Есептеулер нәтижесінде берілген тест функциясы үшін 
функционалдардың тензор көбейтіндісі әдісіне қарағанда 
тіктөртбұрыш әдісі жақсырақ жуықтайтыны анықталды. 
Сонымен бірге, тест функциясы функционалдардың тензорлық 
көбейтіндісі әдісінің шеткі функциясы болып табылатындығын 
ескеру қажет. Бұл алынған қате қарастырылып отырған клас үшін 
ең нашар дегенді білдіреді. Алайда, тіктөртбұрыштар әдісі үшін 
осы кластың басқа функциялары үшін жуықтау қателігі жақсырақ 
болатынына кепілдік жоқ.

Кілтті сөздер. Функционалдардың тензорлық көбейтіндісі, 
сынақ функциясы, Хаар жүйесі, Соболев кластары, жоғары 
тербелмелі функция.

S. S. Kudaibergenov1, B. Urumbaev2, A. A. Apenov3

Numerical experiments on the approximate calculation of integrals 
from highly oscillating functions

1Institute of  Theoretical Mathematics and Scientific Computing,  
L. N. Gumilyov Eurasian national University,

Republic of Kazakstan, Nur–Sultan;
2,3L.N. Gumilyov Eurasian National University,

Republic of Kazakstan, Nur–Sultan.
Material received on 18.09.20

The article considers the problem of approximate calculation of a 
linear functional that is an integral of the product of two functions, one 
of which is highly oscillating, and the other belongs to the Sobolev class 
with a dominant mixed derivative. An extensive literature is devoted to 
this research, more than 400 works on the Web of Science database alone. 
N. Temirgaliev, S. Kudaibergenov and N. Nauryzbaev obtained an upper 
bound for the approximate calculation of this functional in the case when 
one of the functions is from the Haar system.

The article presents the results of computational experiments for the 
approximate calculation of these functionals. Computational experiments 
were carried out in the Mathcad environment. A test function is constructed 
that is a trigonometric polynomial and belongs to the Sobolev class with 
a dominant mixed derivative. For this test function, the exact value of the 
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integral, the approximate value of the integral by the tensor product of 
functionals and the approximate value of the integral by the method of 
rectangles are found.

Calculations show that for a given test function the method of 
rectangles approximates better than the method of tensor products of 
functionals. At the same time, it should be noted that the test function is an 
extreme function of the tensor product method of functionals. This means 
that the resulting error is the worst for the class under consideration. 
However, for the rectangle method, there is no guarantee that the 
approximation error will be better for other functions from this class.

Keywords. Tensor product of functionals, test function, Haar system, 
Sobolev classes, highly oscillating function.
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